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1. EINLEITUNG 
Sei C,, der Raum der stetigen 2r-periodischen Funktionen, normie 
mittels der Maximumnorm, und H, (/? > 0) die KIasse der reeilwertigen 
2r-periodischen im Streifen S, = {z E c I j Im z / < /3} ~olomorp~e~ Funk- 
tionen mit j Ref(z)] < 1 fur z E S, . Fur U C C,, bezeichnet 
den Approximationsgrad von HO beziiglich U und 
&(I?&) = inf{G(H, , U)l U Unterraum von C,, mit dim U < n> (21 
die n-Breite (englisch: width) von H, in C,, . Tihomirov hat in zwei Arbeiten 
(vgl. [7, S]) die n-Breiten von Ha explizit bestimmt. Die Ergebnisse aus [g] 
sind jedoch falsch, und in [7, Section 3] ist im Beweis des Lemmas eine 
nichttriviale Liicke zu schlieI3en. Eine genaue AnaIyse der Beweise in 17, 8, 91 
ermoglicht eine Korrektur der Ungenauigkeiten; dariiber hinaus kann auf 
die Benutzung des Satzes von Borsuk verzichtet und dadurch der 
elementar durchgefiihrt werden. 
2. BESTIMMUNG DER n- 
Van groI3er Wichtigkeit fiir das Folgende sind die Unters~~hunge~ von 
Achieser (vgl. [6, p. 196 ff.; 7, Section 4]), die 
fur den Approximationsgrad von HB beziiglich des Raumes I?,-, der tri- 
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gonometrischen Polynome vom Grade < y1 - 1 ergeben. Mit Hilfe des 
Kernes 
erhalt man genauer per 
fn,&) = & /oz‘ K&t - z) sign(cos nt) dt (2 E 43) 
eine Funktion fn,s E H, mit 
und 
fdxk> = (- 1)” 4-,(P) 
an den Stellen xlc = k * (n/n), fB = xk + r/2n (k E iz) sowie 
fn,p hat also in P,-, die Nullfunktion als Proximum und ist in dem Sinne 
extremales Element von Ha , dal3 
xfin,s 9 PM> = W% , p,-J 
gilt. 
Im Weiteren beniitigen wir fiir unsere iiberlegungen ein Ergebnis von 
Mikhail[5], welches ich such aus einem allgemeineren Resultat von Forst [2] 
ergibt; demzufolge spannen die geshifteten Funktionen T-,& (j = O,..., 2m), 
(T-, .K,)(z) : = K&z - .q), ftir beliebige z,, < z1 < **a < zzm < z, + 2~ einen 
Haaischen Raum auf. Dies kann man such so deuten, da13 KB im Sinne 
von Karlin [4, p. 4551 ein strikt totalpositiver zyklischer Kern ist. 
LEMMA 1. Es sei z,, < z1 < *a* < zzm. < z. + 253-z dann ist span(T-,K, I 
j = O,..., 2m) ein Haarscher Raum iiber [0, 271). 
Der Vollsttindigkeit halber bringen wir den von Mikhail [5] angegebenen 
Beweis. Nach Achieser [l, p. 2531 ist KB eine elliptische Funktion der Ord- 
nung 2 mit den primitiven Perioden 277 und 4i/3. Somit ist f E span{T-,jK, 1 
j = O,..., 2m), f # 0, eine elliptische Funktion der Ordnung <2(2m + 1). 
Mittels der Funktionalgleichung KB(z + 2ijl) = -KB(z) fur z E C folgt dann, 
dal3 f im Jntervall [0,27~) hijchstens 2m + 1 Nullstellen hat. Aus Periodizi- 
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tatsgriinden ergibt sich schieblich sogar, dab f wie behauptet in [O, 2~) 
hiichstens 2m Nullstellen haben kann. 
Als Nachstes untersuchen wir die durch 
definierten Funktionen gj E H, (j = O,..., 212 - 1); diese sind linear un- 
abhangig. Der von ihnen aufgespannte 2n-dimensionale kinterraum werde 
mit Un3, bezeichnet. Es gilt dann 
EEMMA 2. Fiir alle k, 0 < k < 2n, erfCllt der (2% - ~)-dj~e~s~~n~l~ 
Unterraum span{ gj j 0 < j < 2n, j # k) in [0,2~) die Haarscize ~ed~~g~~g. 
Lemma 2 ergibt sich ebenfalls als Spezialfall aus [2]. Unabhangig davon 
kann man einen einfachen Beweis angeben, der mit der durch Lemma 1 
garantierten totalen Positivitat von K, auskommt. Ohne Einschrankung der 
Allgemeinheit geniigt es, den Fall k = 2n - 1 zu betrachten. Fur beliebige 
u* < WI < ... < I+,-~ < U, + 27~ gilt dann nach dem Satz von Fubini 
det(g&J I 0 < j, k < 2/z - 2) 
Aus Lemma 1 folgt die Positivitat des Integranden, daraus det( gj(uJ 
0 <j, k < 2n - 2) f 0 und so schliel3lich die Gtitigkeit der 
Bedingung. 
LEMMA 3. FiirgEUn,nnzit/g(xj)l <ifn,a\(j=O ,..., 21~-I)gillg~li:,. 
Wir nehmen an, es existiere ein g E U,,,\i& mit i g(x& < ij& 1 (j = Cl:..., 
212 - 1). Dann gilt 1 < supZGsa j Re g(z)! < co ; hat g die Darstellung 
zn-1 
AZ) = C oIjgj(z>, 
j=Q 
so gibt es mindestens ein 01~ mit 1 q 1 > 1; Man wahle nun k so, dal3 / ak j 
maximal ist, und bilde f:= fn,a - (l/~) g. f hat dann mindestens 2,~ Null- 
stellen in [0, 271.). Wegen 
2n--1 
ALa = c I?3 
i=Q 
640/19/4-4 
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ergibt sich andererseits mit 
ein Widerspruch zu Lemma 2. 
LEMMA 4. Zu y. ,..., yZ&.l E R existiert genau ein g E U&B mit g(xk) = yk 
(k = O,..., 2n - 1). 
Fur g E U,,, mit g(xlc> = 0 (k = O,..., 212 - 1) gilt nach Lemma 3 oLg E H, 
fur alle a! E [w ; dies zieht Re g(z) = 0 fiir z E S, und damit g = 0 nach sich. 
LEMMA 5. In [w” seien ein linearer Unterraum V mit dim V < m und eine 
Teilmenge F gegeben. Es existiere ein E > 0 mit ( y = ( y1 ,..., ym) E IFP j 
1 yj j = e(j= l,..., m)} _C F; dann gilt beziiglich der Maximumnorm 6(F> V) > 6. 
Wegen dim I/ < m existiert I = (A, ,..., A,) E (lFP)* mit 
und 
Gd = 0 fur alIe g E V. 
gehiirt nach Voraussetzung zu F. Zusammen mit 
If- g I 3 Kf- d = m = E fur alle g E V 
ergibt dies die Eehauptung. 
LEMMA 6. Sei V ein 2n-dimensionaler Unterraum von C,, . Dann gilt 
w, > v 2 If%!3 I - 
Es sei V = span{v, ,..., v.+~}. Betrachtet man dann D(t) := det(v&, + t)), 
so gilt D(‘rr/n) = -D(O); somit existiert T E [0, s-/n) mit D(T) = 0. Mittels 
Shiften urn T erhalten wir aus Y den Unterraum W : = {T, g I g E V}, (T, g)(x) 
:= g(x + T), mit den Basiselementen wi = T,vi ; dafiir gilt det(w,(xk)) = 0 
und 6(H,, W) = 6(H, , V). Fur alle y0 ,..., yznwl E R mit I yk j = I fn,B / 
(k = O,..., 2n - 1) existiert nach Lemma 4 genau ein g E U,,, mit g(xk) = yrc 
(k = O,..., 2n - 1); nach Lemma 3 gilt g E Ho . Denken wir uns HB und W 
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eingeschrankt auf M = {x, ,..., xZnPl), so ist Lemma 
folgt wie behauptet 6(H, , V) = 6(H, ) W) > S(H,I,, 
Aus dem Qorangehenden ergibt sich so der folgende 
sat.2 1. 4&&3) = An-a?) = w& I Pn-1) = 4-m 
Nach Lemma 6 gilt namlich &,(I!&) > ifnPs j ; mittels des Result&s 
lfn,s ! = w43 7 pn-1) = ~n-1Go von Achieser erhalt man ferner I& / 3 
dZraTI(HB). ijber die triviale Ungleichung dznSI(HO) >, dZ,(Hs) s&lie& sieb 
dann der Mreis ; in samtlichen Ungleichungen muB daher das Gleichheits- 
zeichen stehen. 
3. BESTIMMUNG DER LINEAREN FZ-BREITEN 
In Analogie zu (1) bzw. (2) bezeichne nun 
6’(H, , U) := inf{sup / f - Lf 1 / L: C,, --+ U linear, beschranktj 
fEH6 
den linearen Approximationsgrad von MB beziiglich des linearen Unter- 
raumes UC CZW und 
&‘(Ho) ;= inf(G’(H, , U)i U Unterraum von C,, mit dim U < nj 
die lineare n-Breite von HB in C,, . Ferner nennen wir einen beschrankten 
linearen Operator L : C,, -+ C,, vom Rang < YE n-extremal zu I& , falls 
&‘(H,) = sup(lf - Lf 1 1 f E H,) ist. Die Ergebnisse von Acbieser (vgl. 
[3, p. 92; 71) liefern nun L&~-~(H~) = d.&1(HB). Genauer gilt fur sogenannte 
Operatoren L : CZs + Pnel vom Faltungstyp, die sich in der Gestalt 
mit geeigneten Faktoren h, E R (1 k j < n) darstellen lassen, der folgende 
Satz 2. Es existiert genau ein linearer Operator L,,, vom ~altungs~~ 
mit supfEHfi If- I&J j = O,-,@). Ferner gilt L,,, f L,,, fiir fl # yG 
Es ist eine offene Frage, ob es noch andere beschrankte lineare Operatoren 
L : C,, -+ Pnel gibt, die (2n - I)-extremal sind. 
Folgerung 1. Es gibt keinen beschrankten linearen Operator L : Czw + 
n--l 3 der zu H, und I+, (p # y) (212 - I)-extremal ist. 
Sei L : C,, +- P,-, ein beschrankter linearer Operator, der zu pb, und 
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H, (/3 # y) (2n - I)-extremal ist. Dann erhalten wir durch die Berman- 
Mittelung 
T-,LT, dx 
einen beschrankten linearen Operator L vom Faltungstyp, der such (2n - I)- 
extremal zu HP und H,, ist. Mit 1 = L,,, = L,,, ergibt sich so ein Wider- 
spruch zu Satz 2. 
FoZgevung 2. di,-l(H,J = dia(HB) = 6’(H, , Pm-J = A,-,(p). 
Satz 2 ergab die Existenz eines 2n-extremalen Operators. Mittels der 
Uberlegungen von Mikhail [5] zeigen wir nun, da13 sogar ein 2n-extremaler 
Interpolationsoperator existiert. Wir betrachten dazu den 2n-dimensionalen 
Unterraum 
v n,a .- *- span{T-,,& / k = O,..., 212 - l} 
von C,, . An den Stellen x0 ,..., xzn-l ist in V,,, eindeutige Interpolation 
moglich. Bezeichnen wir mit I, ,..., Zznsl die Lagrange-Basis dieses Raumes, so 
kann man durch 
w-1 
LRP := c f(Xk> &+ 
R=O 
einen Operator e,,, : C,, -+ V,,, definieren. Fiir f E H, hat man die In- 
tegraldarstellung 
K,(t - z) Re f(t + $ dt (2 E s, 3 0 < 7 < p> 
(vgl. [6, p. 197]), und so gilt fiir x E [w 
K,,(t - x) - c &(x) K,(t - XJ Ref(t + iq) dt. 
k=O 
Durch Abschatzen und Grenziibergang 7 + j3 erhalt man daraus 
I f(x) - <-&d>(x)l G Y& j-oz” 1 W - 4 - ‘5, Mx) &(t - xd 1 dt. (6) 
k=O 
Wir betrachten nun die Fehlerfunktion 
2n-1 
E(X, t) := K,(t - x) - c &(x) K&t - x%). 
k=O 
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Fur festes j, CI < j < 2n, gilt E(., xj) E vfi,a und E(XZ , XJ = 0 (I = 0 ,...) 
21% - I). Dies ergibt E(., xJ = 0 wegen der eindeutigen I~terpolierbarke~t in 
v n,C . Daraus folgt mit geeignetem IJ(X) = &I 
1 E(X, t)l = ff(x) E(X, t) sign(sin nf). (71 
Falls nlmlicb x mit einem der Knoten xk (k E Z) zusammenfaht, gilt dies 
triviaierweise wegen E(X, ~) = 0; sonst ist E(K, .) # 0 und E(X, xl) = 0 
(E = o,..., 2n - I). Nach Lemma I hat darn1 E(X, .) keine weiteren Null- 
stellen in [O, 25~) ; auIjerdem hat E(X, .) an den Stellen x0 ,..., xZnW1 Vorzeichen- 
wechsel. Somit gilt (7) such in diesem Falle, und wir erhahen 
1 _ JZ” j K,(t - x) - y Z&(X) I& Xk) j dt 
277 0 k=O 
=i 
1 
27b 2n &(t - x) sign(sin nt) ai’t 1 = if*. (X - %)I @) 
Aus (6), (8) und Lemma 6 folgt dann 
d.h. der Interpolationsoperator e,,, ist 2n-extremai zu Ho e 
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